FIP Epreuve de mathématiques avril 2023

Si un candidaest amené & repérer ce qui lui sembler étre une erreur d'énoncé,
il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant
les les des des initiatives qu'il a prises.

Exercice 1

3+ 2

1. Calculer : 2y = (2—-3i)(=5+3i) 20= =, B~ (5+1i)°
2. Déterminer le module et un argument de :
zg=1+1 25—%—2'? 26 =—V2+iV6 zr = —21 28 = 24 X Z5
3. Résoudre les équations suivantes dans C :
a) 2224+2+1=0 b) 2522 = —4

Exercice 2
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Le plan est rapporté & un repére orthogonal (O ; zj j) ; Punité graphique est 1 cm sur ’axe des abscisses

w=dea

et 0,5 cm sur I'axe des ordonnées.

On note f la fonction, définie sur R, représentée par la courbe C de la figure ci-dessus. On note [’ la
fonction dérivée de f.

On précise qu’au point A de coordonnées (2,0) la courbe C a pour tangente ’axe des abscisses.

1. Donner sans justification f(2) et f/(2).



. On admet que, pour tout  de R, f(z) = (ax +b) e2% 4+ 4e ot a et b sont deux constantes réelles qu’on

se propose de déterminer. Démontrer que

1 1
() = (2aw +a+ 2b) 2.

. Déterminer les constantes a et b (on pourra écrire un systéme linéaire de deux équations d’inconnues

a et b en utilisant les résultats du 1.)

DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie on admet que, pour tout = de R, f(z) = (2z — 8) e2® + de.

. Déterminer lim f(x)et lim f(x). Que peut-on déduire de ce dernier résultat pour la courbe C 7
r——+0o0 T——0Q

. Etudier les variations de la courbe f.

. Démontrer que le développement limité a l'ordre 3 de la fonction f au voisinage de 0 est

1
flz) =4e—8—2x+ Ex?’ + 2%¢(2)

avec lime(r) =0
z—0

. En déduire une éqauation de la tangente T & la courbe C au point d’abscisse 0 et la position relative

de T et C au voisinage de ce point.

. Démontrer, & I'aide d’une intégration par parties que,

/Qf(x)dx—24—86
0

Exercice 3

Soit (E) l'équation différentielle : zy — 2y = —x

2 ou y est une fonction de la variable réelle x

dérivable sur Uintervalle | 0, +00[ et ot 3’ désigne la dérivée de y.

1.
2.

Déterminer la solution générale de 1’équation différentielle : zy" — 2y = 0.

Vérifier que la fonction g, définie sur | 0; +oo[ par g(z) = —2%Inz est une solution de 1’équation (E).

. En déduire la solution générale de I’équation (E).

Déterminer la solution f de(E) sur ]0; +oo[ vérifiant la condition f(e) = 0.( e désigne la base du
logarithme népérien).

. Existe-t-il des solutions de (E) sur R ?

Exercice 4

1.

2.

Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour tout x € |0, +00],

1 _a+ b n c
rx+1)2 z x+1 (z+1)2

/2 dx
oz (z+ 1)

Vérifier que, pour tout x € R\ {—1}, on a:

En déduire le calcul de



1 1 1 1 2z 1 1

(x+1)(x2+1)_§x+1_1'm2+1+§'x2+1

En déduire le calcul de :

! dz
/0 (x+1)(22+1)

Exercice 5
PREMIERE PARTIE

On considére I’équation différentielle (E) :
y' (@) + 2 (z) + 2y(w) = 2

ou y désigne une fonction numérique de la variable réelle x.

1. Résoudre I'équation différentielle du second ordre :
y"(x) + 2y () + 2y(z) = 0

2. Veérifier que la fonction constante u définie pour tout réel z, par u(x) = 1 est une solution de ’équation
différentielle (E).

3. En déduire ’ensemble des solutions de 1’équation différentielle (E).
4. On considére la fonction numérique f de la variable réelle z définie par :
f(z) =1—e""(cos(x) + sin(x))

Démontrer que la fonction f est une solution de (E).
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5. Calculer f/(z) puis dresser la tableau de variation de f sur l'intervalle [O; —
DEUXIEME PARTIE

Une installation de dilution comprend un réservoir, des vannes et un systéme automatisé de régulation.
Le niveau étant stabilisé dans le réservoir, le recyclage du produit provoque a un moment précis une variation
brusque de consigne : + 1 métre.
Le niveau n (en métres), en fonction du temps ¢ (en minutes), est la solution de ’équation différentielle :

d*n dn
= = =1
0,5 o) )+ — () +n(t)

qui vérifie n(0) = (31—7;(0) =0

1. A T'aide de la premiére partie, donner I'expression de la solution n(t).

2. A quel instant t,,,, le réservoir est-il & son niveau maximal ? En déduire la hauteur de niveau du
premier dépassement : 1 (tmaz) — 1.



Courtbe d'equation v=1-—expl(—xi(cos (X )+ 21ni]))

1_

R=E
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Exercice 6

1. Montrer que 4sinz = 3sinz — sin3x.

us

En déduire / 4sindzd x.

3m
2

% .
2. Calculer / S

o cosdz

d x en utilisant le changement de variable ¢t = tanx

Exercice 7

Soit 'équation différentielle linéaire : (1 + 2?)y” +ay —y = 0.
1. Vérifier que y;(z) = z est une solution particuliére.

2. En déduire la solution générale (on posera y(z) = y1(z).2(x)).



